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OBJETIVOS 

Sao apresentados os objetivos e a natureza da Matemá 
tica Numérica, sendo definido o conceito de "algoritmo numéri 
co" e os critérios de eficiencia e eficácia de um algoritmo. 

É fei ta urna análise isolada das partes que constituem 
um processo de solugao de um certo problema, desde a aplica~ao 
do modelo-matemático até o truncamento das iteragoes. 

Pretende~se com isso obter que o estudo da Matemáti­
ca Numérica passe a ser menos algorit~ico e mais criativo, on­
de ~ aplicagao de um ~étodo seja apenas urna parte do processo 
e nao o processo em Sl. 

Este trabalho faz pa1--rte do projeto "Laboratório de cálculo Numérico", par­

cialmente financiado pela FINEP- Financiadora de Estudos e Projetos. 

M - 2 



INTRODU<;AO 

Com o desenvolvimento dos computadores nas duas Últi 
mas décadas, a aplicagao de métodos numéricos a resolugao de 
problemas técnicos e cientÍficos teve um notável crescimento, 
haja visto a sensível melhora em exatidao e tempo de resposta. 

Nao tentaremos aqui formalizar urna definigao de Mate 
mática Numérica, nos bastará urna idéia bem próxima. Entendernos 
por Matemática Numérica o desenvolvimento de métodos operacio­
nais construtivos para resolugao de problemas que se deixarn re 
presentar em forma matemática. 

Por métodos construtivos entendemos todo método que 
envolve apenas um sistema com urn n9 finito de operagoes elernen 
tares nao ambÍguas dadas 'a priori', utilizadas ern urn número 
finito de vezes e que "construirao" todo o processo de cálculo 
envolvido. 

Dentro da Matemática Numérica foi escolhido o siste­
ma de operagoes aritméticas, passando estas a constituir o ele 
mento básico e comum a todos métodos ernpregados pela primeira~ 
Tal escolha é devido a facilidade da irnplementagao automática, 
facilid~de de cornpreensao pelo homern e possibilida~e de, ern se 
combinando, serern capazes de "construir" métodos mais comple­
xos. 

A Matemática Numérica tern por objetivos estudar pro­
cessos numéricos (algoritmos) para solugao de problemas visan­
do a máxima economia ern termos dos fatores envolvidos. 

ALGORITMOS 

o conceito de algoritmos é importante, urna vez que a 
Matemática Numérica faz dele urna de suas principais ferramen­
tas. 

o algoritmo, enfocado de um modo nao formal, e nao 
mais que urna seqü~ncia de in~trugoes ordenadas de rnanelra a 
dar ern seu decurso urna solugao para urn problema especÍfico. 
Tais instrugoes devem aparecer ern número finito e ser executá­
vels mecanicamente corn urna quantidade limitada de esforgo. 

Um algoritmo poderá depender ou na6 de inforrnagoes l 
nlclals (entrada), mas terá obrigatoriarnente que produzir urna 
informagao final (saÍda). 

ALGORITMOS NUM~RICOS 

Nao proporernos aqui nenhuma definigao exata, exigin­
do que o leitor tenha apenas urna idéia intuitiva. Para unifor­
mizar esta idéia tao essencial ao decorrer do trabalho, citare 
mos as principais características de algoritmos nUméricos. -

M - 3 



qtJe ~ 

l) Inexist~ncia de Erro L6gico 

Esta característica se baseia na 

-i) baja um ponto de partida, 
das; 

mesrno nao h vendo entra 

' haja finitude das instrur;oe s con-rirl dad e de llJ e uma 
e m outra até urna instrur_;aD e parada 5 ter.do ha vi-
do ..,;"' ' ... ' no IDlnlmO urna sa1aa. 

Isto implica em urna prev1sao e 
d~ncias do processo, como deixa claro o se 

de todas as ten 
e exem.plo: 

Exem.plo: 

Procura-se a solugao da e ~o ax = b 
Falso seria, logicam.ente, subst1tuir X* - b/a 
O cas'o exigir·ia a seguinte análise: 

fa - e 
. - la t O 

diagr'am.a: 

( 
~ par·a b = 
l parí~~ D i 

O IMPRIMA: IDENTIDADE 
O IHPRH1A: CONTRADI~AO 

IHPRIHA: b/a 

2) Inexist~ncia de Erro Operacional 

Seja T o conjunto dos nGm.eros possíveis de serem. 
~epresentados por um.a máquina e que valha: 
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Exemplo: 

i) 

ii) 

IYI 

'V X E T, -x E T 

3 t 1 ' t2 E T tal que 
t 1 : = inf {x/x E T A X > 
t2:= sup {x/x E T A X > 

~ - -xlge.lCia ll e: nao de ve 
< t1 UNDERFLOW) o u IYI 

O} 
O} 

acorrer valores Y que sa­
> t 2 (OVERFLOW) . 

Seja z:= x + iy Etr; x,y E JR 
Procura-se o valor absoluto de z, i ~' lzl= lx 2 + y 2 • 
A~ui ~oderíamos ter overflow de x 2 ou y 2 embora valh~ 
x +y $ t2, como no caso em que x = O e y= t2. AqUl 
n~o ternos erro l6gico mas sim aritm~tico. 
Urna solugao seria: 

o para x = y = O 

Z ·-.- 1 x ¡.;r-+ (y /x) 2 para 1 x 1 ? 1 y 1 

1 y 1 1 l + ( x 1 y) 2 para 1 y 1 > 1 x 1 

que satisfaz l e 2. 

3) Quantidade finita de c~lculos 

O algoritmo usado deve terminar ap6s um número fi 
nito de passos. Seria aconselh~vel se o número de ciclos oupa~ 
sos fosse estimado 'a priori'. 

Aqui :Oaz-se necess~rio um cri t~rio de parada, ver l . 

4) Existencia de um Crit~rio de Exatidao 

Todo o resultado, em virtude das limitagoes de 
precisao da m~quina e exatidao desta e do m~todo, dever~ enqua 
drar-se em um crit~rio de exatidao fornecido de antemao de mo~ 
do a possibilitar que um resultado aceit~vel seja escrito na 
forma: 

Resultado: = Valor Aproximado + Limite de Erro 

5) Com precisao infinita os limites de erro devem 
convergir a zero 

Essa exigencia estabelece a dependencia entre a 
solugao ideal emJR e a solu~~o de m~quina. Sem essa condi9ao 
de convergencia a solugao de m~quina nao precisar~ necessarla­
mente estar relacionada com a solugao em JR. 

6) Eficiencia 

Quando se deseja encontrar a solugao para um ?ro-
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blema, sempre vlsamos obter economia, entao prevemos um certo 
conjunto de condiºoes com respeito a fatores envolvidos no pr~ 
cesso de soluºao e, conforme o resultado que queremos obter, 
estabelecemos um compromisso entre estas condiºoes de modo a 
favorecer aquelas que nos forem mais vantajosas no caso. Tais 
fatores sao: tempo, precisao, volume de dados de referencia, 
volume de memória (computador), dificuldades de representaºao, 
etc ... Sobre eles formulamos condiºoes tais como rapidez, alta 
precisao, poucos dados de referencia, menor espaºo de memória, 
facilmente represent~vel, etc ... 

Podemos inclusive pensar em termos mais concretos, 
estabelecendo um conceito, ainda que incipiente, de custo ope­
racional por quantidade de informaºao ou seja, ponderar com um 
certo custo relativo cada um dos fatores (também chamados es~ 
forºos) e depois comput~-los em busca da mínima soma que nos 
possibilite, a máxima satisfaºao de nossos objetivos. 

Faz-se necessário, agora, salientar a diferenºa, pa­
ra fins da Matemática Numérica, existente entre eficiencia e 
eficácia dos processos de cálculo. 

Eficácia é a capacidade do processo em produzir urna 
resposta correta para o problema dado, enquanto que eficiencia, 
além de intuir a idéia anterior, exige que o processo seja eco 
nomico nos termos que se cita acima. 

Algoritmo nao eficaz é aquele que nao consegue tra 
zer urna resposta satisfatória a um problema dado: 

PROBLEMA 
+ f---

DADOS RESPOSTA 
NAO TENDO 

- ALGORITMO ESPECIFICA(_;AO 
DE EXATIDAO 

ES?ECIFICA(_;AO ~ 
DA 1--

EXATIDAO 

Algoritmo ~~icaz é aquele que produz urna resposta sa 
tisfatória, dentro do critério de exatidao, mas pode deixar de 
ser satisfatório na medida em que é anti-economico. 
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.~~----· r ALGORITMO~ r------1 

RESPOSTA 
SATISFATÓRIA 

DA - r~~l 
EXATIDAO i 

' 

Algoritmo eficiente ~ aquele, dentre os algoritmos e 
ficazes, que pr·oduz a melhor resposta em termos de custo opera 
cional, i ~' produz urna resposta mais vantajosa" -

PROBLEMA 
+ 

DADOS 
RESPOSTA SATISFP:TÓRIA 

ALGORITMO E 
MAIS ECONOl1ICA 

ESPECIFICAC,:AO --
DA 

EXATIDAO 
~ 

-

Exemplo: 

Um exemplo clássico de eficácia com ineficiencia ~ o 
algoritmo de CRAMER para solu~ao de Sistemas de Equa~oes Linea 
res n x n. 

Tal algoritmo envolve no mínimo (n + 1)! n - 1 opera 
~oes aritméticas Cn = ordem do sistema)" Analise o quadro a se 
gulr: 

MÉTODO n = 5 n = 10 n = 20 

CRAMER: determinantes 
2 5 S S 3 '4 di as 

20 milhoes 
pela defini~ao de anos 

CRAMER: determinantes 0,4Ss 6 S por LAPLACE mln meses 

GAUSS: m~ todo de ' . e-Ll- 36 0,22s l,Ss - ms 
mlna~ao 
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fator 
sível 

O método de CRAMER' é ineficiente por 
tempo chegando ao ponto de ser em termos 
a solugao. 

disperdi~ar o 
práticos impos-

Obs. : A tabela a..'lterior foi construÍda para um computador que realiza adi­
goes e subtragoes em 60 ~s e multiplicagoes em 400 ~s. 

RESOLUQAO DE UM PROBLEMA GENÉRICO 

Dado um certo problema técnico, para chegarmos a um 
resultado numérico, faz-se necessário percorrer uma seqtiencia 
pré-estabelecida de passos isolados, dizendo. respeito cada 
um deles, a um procedimento específico da solugao. Para cada 
um destes procedimentos existe uma parcela, também especÍfica, 
de erro que se acumula ao montante final de erros. Desejamos 
detalhar, um a um, os passos envolvidos no processo, conforme 
sua modalidade de atuagao, visando com isso, descobrir~~s cau 
sas de cada tipo de erro e sugerir meios de eliminá-los ou mi~ 
nimizá-los. 

Idéia da cadeia de passos para solugao Numérica 

Problema 
Técnico 

Aplicagao 
sobre o 

Modelo 

Simplificagao 

do 

Modelo 

Resultado de 

Ciencias Vizinhas 

-------------v-------------
Exatidao - Coeficientes 

Equagoes 

Resultado 

de 
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Eesultado 
Numérico 

Iteragoes 

Escolha de 

Parametros 

Métodos de 

Solu~ao Numérica 

Solugao Numérica 

Solugao 



a) o problema técnico precisa ser aplicado sobre um 
modelo matem~tico para ser passrvel de interpretag~o e conse­
qüente solug~o. 

b) acontece, de modo freqüente, que o modelo usado 
para urna certa solug~o numerlca necessita simplificagoes. A 
essa etapa também pertence a aproximag~o de valores de contoE 
no. 

c,d) nas equagoes ocorrem coeficientes, os quais fo­
ram obtidos de ciencias vizinhas, como, por exemplo, Termodi­
namica ou de medidas, e, por isso, j~ providos de erros. 

Obs . : Neste ponto, nós j ~ dispomos das equagües a serem resol vidas pelas 
~quinas digi tais . · 

e) é preciso escolher um método numerlco de so-
lug~o. 

f) no método de solug~o devem ser escolhidos certos 
parametros de c~lculo, como, por exemplo, a escolha do "passo" 
num método de diferengas. 

g) a maioria dos problemas s~o n~o-lineares e preci 
sam, por isso, ser resolvidos iterativamente. ~ necess~rio: 
p~rtanto, que se escolha um critério de parada para a itera­
gao. 

Todos esses passos causam erros no resultado final. 
Aqui, o maior dos erros vai determinar a exatid~o. 

Intuitivamente~ se a passagem para a teoria da apro­
ximag~o induz certo erro na solug~o, ent~o urna iterag~o com u­
rna certa precis~o pode n~o melhorar o erro e o tempo de c~lcu­
lo é mero disperdrcio. Portanto, se quisermos usar o tempo de 
c~lculo de modo efetivo, devemos fazer urna an~lise cuidadosa 
da nossa seqüencia de erros. 

~' frequentemente, difrcil dizer algo sobre os erros 
que ocorrem em a. e b. No caso b. pode-se usar um controle "a 
posteriori", isto é, substituir o resultado aproximado nas equa 
goes iniciais e·assim obter urna idéia sobre a grandeza doerro~ 

A influencia das constantes emprricas (em e e d) so­
bre a solug~o pode ser obtida através de urna an~lise-sensiti­
va. Observa-s~ a solug~o com os coeficientes ± limite de er­
ras, o que mo0cra a influencia dos erros no resultado final. 

A seqüencia de erros que os passos a. até d. induzem 
s~o dados fixos e, portanto, n~o mais sujeitos a melhoras pela 
escolha de outros métodos de solug~o. 
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