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OBJETIVOS

Sac apresentados os objetivos e a natureza da Matema

. - . . o . . - -

tica Numerica, sendo definido o conceito de "algoritmo numeri
co" e os criterios de eficiencia e eficacia de um algoritmo.

E feita uma analise isolada das partes que constituem
um processo de solucao de um certo problema, desde a aplicacgao
do modelo-matematico ate o truncamento das iteracgoes.

Pretende-se com isso obter que o estudo da Matemati-
ca Numerica passe a ser menos algoritmico e mais criativo, on-
de a aplicacao de um metodo seja apenas uma parte do processo

e nao o processo em Si.

Este trabalho faz parte do projeto "Laboratdrio de Cilculo Numérico", par-

cialmente  financiado pela FINEP - Financiadora de Estudos e Projetos.



INTRODUCAO

Com o desenvolvimento dos computadores nas duas ulti
mas decadas, a aplicacdo de métodos numéricos a resolugao de
problemas técnicos e cientificos teve um notdvel crescimento,
haja visto a sensivel melhora em exatidao e tempo de resposta.

Nao tentaremos aqui formalizar uma definigao de Mate
matica Numérica, nos bastard uma idéia bem proxima. Entendemos
por Matemdtica Numérica o desenvolvimento de métodos operacio-
nais construtivos para resolucao de problemas que se deixam re
presentar em forma matematica.

Por métodos construtivos entendemos todo método que
envolve _apenas um sistema com um n? finito de operacoes elemen
tares nao ambiguas dadas 'a priori', utilizadas em um numero
finito de vezes e que 'construirao" todo o processc de calculo
envolvido.

Dentro da Matematica Numérica foi escolhido o siste-
ma de operagoes aritmeticas, passando estas a constituir o ele
mento basicc e comum a todos métodos empregados pela primeira.
Tal escolha € devido a facilidade da implementacao autcmatica,
facilidade de compreensao pelo homem e possibilidade de, em se
combinando, serem capazes de '"construir'" métodos mais comple-
XO0S .

A Matematica Numérica tem por objetivos estudar pro-
cessos numerlcos (algorlfmos) para solucao de problemas visan-
do a maxima economia em termos dos fatores envolvidos.

ALGORITMOS

0 conceito de algoritmos & importante, uma vez que a
Matematica Numerica faz dele umha de suas principais ferramen-
tas.

0 algoritmo, enfocado de um modo nao formal, & nao
mais que uma seqli&ncia de 1nstrugoeo ordenadas de maneira a
dar em seu decurso uma solugao para um problema espec1f1c\.
Tais 1nstrugoes devem aparecer em ntmero finito e ser executa-
velis mecanicamente com uma quantidade limitada de esforgo.

Um algoritmo podera depender ou nao de informacoes 1
niciais (entrada), mas tera obrigatoriamente que produzir uma
informacao final (salda)°

ALGORITMOS NUMERICOS

Nao proporemos aqui nenhuma definicao exata, exigin-

do que. o leitor tenha apenas uma ideia intuitiva. Para unifor-

mizar esta idéia tao essencial ao decorrer do trabalho, citare
mos as principais caracteristicas de algoritmos numéricos.



1)

que:
i)

ii)

Inexisténcia de Erro Logico

Esta caracteristica se baseia na " exigeéncia' de

haja um ponto de partida, mesmo nao havendo entra
das;

haja finitude das instrucoes 2 continuidade de uma
em outra ate uma instrucao de parada, tendo havi-
. - . <«

do no minimo uma saida.

Isto implica em uma previsao completa de todas as ten
dencias do processo, como deixa claro o seguinte exemplo:

Exemplo:

Procura-se a solucao X* da equacao ax = b
Falso seria, logicamente, substituir X* = b/a
0 caso exigiria a seguinte analise:

a =0 {para b = 0 IMPRIMA: IDENTIDADE

ipara b # 0 IMPRIMA: CONTRADICAO

Wiz

a# 0 IMPRIMA: b/a
diagrama:

<
)

2)

ii

Inexistencia de Erro Operacional

Seja T o conjunto dos numercs possiveis de serem

representados por uma maquina e que valha:



1) YVxe T, -xeT

ii) Ft;, t, € T tal que
t, inf {x/x e T ~ x > 0}
t sup {x/x e T ~ x > 0}

xige.acia ii €: nao deve ocorrer valores Y que sa-
tisfacam |Y| < t; UNDERFLOW) ou |Y| > t, (OVERFLOW).

Exemplo:

Seja z:= x + iyed 5 X,y € R

Procura-se o valor absoluto de z, i €, |z|= VxZ+ yZ.

Agui goderiamos ter overflow de x?ou y?embora valha
< t2, como no caso em que x = 0 e y = tp. Aqui

nao temos erro logico mas sim aritmético.

Uma solugao seria:

o para x =y =0
z:= x| VT + (y/x)2 para |x]|2|y]|

|y Y1+ (x/y)% para |y|> |x]
que satisfaz 1 e 2.
3) Quantidade finita de calculos
0 algoritmo usado deve terminar apos um numero fi
nito de passos. Serla aconselhavel se o niumero de ciclos oupas
sos fosse estimado 'a priori'.
Aquil faz-se necessario um critério de parada,ver 1 .
4) Existéncia de um Critério de Exatidao
Todo o resultado, em virtude das llmltagoes de
precisao da maqulna e exatidao desta e do método, devera enqua
drar-se em um critério de exatidio fornecido de antemdc de mo-
do a possibilitar que um resultado aceitdvel seja escrito na
forma:

Resultado: = Valor Aproximado + Limite de Erro

5) Com precisao infinita os limites de erro deven
convergir a zero

Essa exigencia estabelece a dependencia entre a
solucao 1deal emR e a SOluFdO de maqulna Sem essa condlgao
de convergéncia a solucao de maqulna nao precisara necessaria-
mente estar relacionada com a solucao em R.

6) Eficiencia

Quando se deseja encontrar a solucao para um Dro-
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blema, sempre visamos obter economia, entao prevemos um certo
conjunto de condlgoes com respeito a fatores envolvidos no pro
cesso de solugao e, conforme o resultado que queremos obter,
estabelecemos um compromisso entre estas condicoes de modo a
favorecer aquelas que nos forem mais vantajosas no caso. Tais
fatores s3o: tempo, precisio, volume de dados de referéncia,
volume de meméria (computador), dificuldades de representacgao,
etc... Sobre eles formulamos condicoes tais como rapidez, alta
precisao, poucos dados de referéncia, menor espaco de memdria,
facilmente representavel, etc...

Podemos inclusive pensar em termos mais concretos,
estabelecendo um conceito, ainda que 1n01p1ente, de custo ope-
racional por quantidade de informacao ou seja, ponderar com um
certo custo relativo cada um dos fatores (tambem chamados es-
forcos) e dep01s oomputa los em busca da minima soma que nos
possibilite, a maxima satisfacao de nossos objetivos.

Faz-se necessarlo, agora, salientar a dlferenga, pa-
ra fins da Matematica Numerlca, existente entre eficiéncia e
eficacia dos processos de calculo.

Eficacia € a capacidade do processo em produzir uma
resposta correta para o problema dado, enquanto queeficiéncia,
além de intuir a idéia anterior, exige que o processo seja eco
nomico nos termos que se cita acima.

Algoritmo nao eficaz € aquele que nao consegue tra
zer uma resposta satisfatoria a um problema dado:

PROBLEMA
+
DADOS RESPOSTA
NAO TENDO
ESPECIFICACAO

ALGORITMO

DE EXATIDAO

(ESPECIFICACED \‘_,/////’/—_~

DA
EXATIDAQ

Algoritmo eficaz & aquele que produz uma resposta sa
tlsfatorla, dentro do critério de exatldao, mas pode deixar de
ser satisfatorio na medida em que €& anti-econdmico.



[PROBLEMA

+
DADOS
RESPOSTA
SATISFATORIA
ALGORITMO
ESPECITICACAQ -
DA = _
EXATIDAO

v Algoritmo eficiente € aquele, dentre os algoritmos e
ficazes, que produz a melhor resposta em termos de custo opera
cional, i &, produz uma resposta mais vantajosa.

PROBLEMA

+
DADOS
RESPOSTA SATISFATORIA
E
ALGORITMO MATS ECONOMICA
ESPECIFICACAQ

DA

EXATIDAO

Exemplo:

Un exemplo cldssico de eficdcia com ineficiencia é o
algoritmo de CRAMER para solugao de Sistemas de Equagoes Linea
res n X n.

Tal algoritmo envolve no minimo (n + 1)! n - 1 opera
goes aritméticas (n = ordem do sistema). Analise o quadro a se
guir:

METODO n =5 n = 10 n = 20
CRAMER: determinantes 2 5e 3 4 dias 20 milhoces
pela definicao ’ 2 @ de anos
CRAMER: determinantes 0.u5 6 mi 5
por LAPLACE , ,45s min meses

. = I .
GAUSS; metodo de elil 36 ms 0,225 1,5s
.minagao




0 método de CRAMER é ineficiente por disperdicar o
fator tempo chegando ao ponto de ser em termos praticos impos-
sivel a solugao.

Obs.: A tabela anterior fol construida para um computador que realiza adi-
goes e subtracoes em 60 ps e multiplicacoes em 400 us.

RESOLUCAO DE UM PROBLEMA GENERICO

Dado um certo problema tecnloo, para chegarmos a um
resultado numérico, faz-se necessario percorrer uma seqliéncia
pré-estabelecida de passos 1isolados, dizendo respeito cada
um deles, a um procedimento especifico da solugao. Para cada
um destes procedimentos existe uma parcela, também especifica,
de erro que se acumula ao montante final de erros. Desejamos
detalhar, um a um, OS passos envolvidos no processo, conforme
sua modalidade de atuacao, visando com isso, descobrir as cau
sas de cada tipo de erro e sugerir meios de elimina-los ou mi-
nimiza-los.

Idéia da cadeia de passos para solucao Numérica

Problema ' Fesultado
Técnico | Numérico
Aplicacao '
sobre o Truncamento
a o
: 5] de B
Modelo Matematico | Iteragoes
Simplificagao : Escolha de
do b | £ Parametros
]
Modelo )
!
Resultado de ' Metodos de
' 4
Ciéncias Vizinhas c e Solucao Numérica
d
Resultado%
de ; Solucao Numérica
Medida
Exatidao - Coeficientes :
FEquagoes —m— : ——— Solugao




a) o problema técnico prec1sa ser aplicado sobre um
modelo matematico para ser passivel de interpretacao e conse-
qllente solucao. '

b) acontece, de modo freqllente, que o modelo usado
para uma certa solugao numérica necessita simplificacoes. A
essa etapa também pertence a aproximacao de valores de contor
no. -

c,d) nas equagGes ocorrem coeficientes, os quais fo-
ram obtldos de ciencias v121nhas, como, por exemplo, Termodi-
namica ou de medidas, e, por isso, ja providos de erros.

Obs.: Neste ponto, nds ja dispomos das equagoes a serem resolvidas pelas
maquinas digitais.

e) € preciso escolher um método numérico de so-
lucao. .
f) no método de solucao devem ser escolhidos certos
parametros de calculo, como, por exemplo, a escolha do '"passo"
num metodo de diferencas.

g) a maioria dos problemas s3ao nao-lineares e preci
sam, por isso, ser vresolvidos iterativamente. E necessario,
portanto, que se escolha um critério de parada para a itera-
cao. '

Todos esses passos causam erros no resultado final.
Aqui, o maior dos erros vai determinar a exatidao.

Intuitivamente: se a passagem para a teoria da apro-
x1magao induz certo erro na solugcao, entao uma iteragao com u-
ma certa precisao pode nao melhorar o erro e o tempo de calcu-
lo € mero disperdicio. Portanto, se quisermos usar o tempo de
calculo de modo efetivo, devemos fazer uma analise cuidadosa
da nossa seqliéncia de erros. ’

E, frequentemente, dificil dizer algo sobre os erros
que ocorrem em a. € b. No caso b. pode-se usar um controle "a
posterlorl", 1sto e, substituir o resultado aproximado nas equa
¢oes iniciais e assim obter uma idéia sobre a grandeza do erro.

A influéncia das constantes empiricas (em c e d) so-
bre a solucidao pode ser obtida através de uma analise-sensiti-
va. Observa-sz a solugao com os coeficientes ¥ limite de er-

ros, o que mos<ra a influéncia dos erros no resultado final.

A seqlléncia de erros que os passos a. até d. induzem
sao dados fixos e, portanto, nao mais sujeitos a melhoras pela
escolha de outros metodos de solucgao. :
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